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論文内容要旨
 第1章緒 論
 規則格子を作る柔の物理的性質を調べる際に格子Green函数(以下では 1。 GFと記す) 〔だとえば三
 つの立方格子に対しては
         1 π COS傭C・S那yC・SπZ
 θ(孟;∠.7π.π)= ∫∬ぬ吻ぬ 一
        (2π)3一π ゾ凹(ゐyコzγ一重ε
  ω(躍,y,z)=cos記十cosy十cosz forS、O.L.
  ω(∬'ylz)=cos卯'cosy'cosz forB.G.C.L.





 とな る。 ここで3は実数でε は正の無限小であ る〕 がしばし ば現れ る。 例えば強磁性体の
 Heisenberg 模型においては spin 波の問題, 全 局的な熱力学的性質を2時間温度依存Green函数 を用
 いて考察する時, 不純物のまわりの磁化の分布の計算, 不純物によ る局在mode の問題 旗vo spin
 waves の問題などにおいて必要になる。 格子振動 の振動数分布 は原点でのLGFの虚部であ り, また不
 純物原子を もつ格子振動の問題にお いてもし GF の振舞が 系の物理的性質に反映す る。 この函数 はそ の
 他多くの物性物 理学 ヒに広い応用 を持つ函数であ る。 このように数理物理学的興味の勉に物性物理学的
 にも興味が持たれているにも拘らず, 数値(計算に便利な式), 解析的性質, 特異性など未だ知 られて
 いること は十分で はな い。 本論文 はそ れらのことに対し て研 究しだものであ る。
 (1)式 は収斂因子がないと band の中で被積分函数は発散する。 従っ て発散部分を解析的に積分して収
 斂 のよ い型に直すことが必要であ る。 今までいろいろな人々によ り三つのBessel 函数 を含 む無限積分
 表示( S.G.L.) Fourier 級数展開表示( S.0.L., B.O.G.L., F.C.G.L.) などで研究されて来ブこ
 が, いずれも発散が別の形で残っているため精度が悪い。 一方原点でのLGFについてはS.C、L. の
 格子振動の振動数分布( LGFの虚部に 比例 ), S.C.L.,B.G.G.1。.,F.C.G.L. の band の外で
 のしG F, 等は第1種 の完全楕円積分( K(10) を含む定積分表示がなされ, 精度 のよ い計算が可能であ
 っ ブこ。
 本論文では原点でのLGFの band の中に於て, 又いろいろの相互1乍用をもついくつかの格子の任意
 の格子点でのLGFの band の中と外に於 て, 完全楕円積分の定積分表示によ り研究す る。 さらに
 B.G.G.L. とF、0.G。L のLGFについて原点でのLGFの解析性と特異性, S.C.L.のLGFの軸
 上での値の特異性等 の具体的な計算をし, 状態密度の発散項等を導出する。 又LGFの non -degenerat(
 critical poin“C.P.) によ る特異点の近くでの特異性( 函数自身の発散, 不連続, または函数は連
 続だが微分の発散など)を一般的に導く。 そしてLGFの特異性が直接物理に反映する1例として格子
 振動 の不純物原子による局在mode について研 究す る。 さらに本研究 を始める直接の動機となった
 Heisenberg 強磁性体中の不純物原子のまわりの磁化の分布を計算する定式化を行い, LGFの研究の
 必要性を示す。
 尚, 本研究と平行に, Katsura 等によりS.C.L., 2次元矩形格子, 単純正方格子(忌.T.L.) 等の
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 LGFがMeU in-Bames 型積分を用いて研究されて来だ。
 第2章 格子Green 函数の定義
 連続空間におけるHelmholtz演算子に対するGreen 函数の満たす万程式に含まれている微分演算
 子を差分演算 子で置き換え るこ とで定義さ れる運動方程式が, 最近接相互作用のみの 系のLGFの満た
 す運動方程式に対応していると言うことが示された。 それは更に長い range の相互作用のある系のLG
 Fの満た す運動方程式に拡張され, 形式的な一般解が得られた。 まだ原点でのLGFの虚部が状態密度
 に比例していることが示された。
 第5章 原点での格子Green函数の楕円積分表示
 ㌃章では最近接相互作用のみの2次元矩形格子のLGFの楕円積分表示, S,C.L., S.T.L., S.
 O J。。( 単純斜方格子), B.G.G.L., F.G.G.L. 等の原点でのLGFの, sの全範囲(即らband
 の中と外の両方) にわたってのK (k) を含 む定積分表示を導 いた。 即らLGF に現われる積分 を楕円積分
 の標準型に直す公式 を導出し, それを用いて band の外での式を導き, 更に複素母数kの函数としての
 K(10の解析性を解明しそれを用いて band の中へ解 折接続した。 この結果正確なLGFのグラフが得ら
 れた。 LGFの虚部は格 子振動の振動数分布であ るが, S.C.L.に対し て以外は未 だ正確なもの は求め
 られていなかっだ。 B,G、C.L. のLGFには band の真中で, またF.C.O.1。. のそれには band の top
 で発散があ ることがわかっだ。 S.T.L. に対してはRosenstock -N ewe11 により van Hove の特異性
 から定性的に議論された。 その時non -ce飢ral force の centra Horce に対する比が 1/2の時, saddle
 point st の c.p. と saddle point s2 の。、p. が同じ特異点を与え る。 そこでの振舞として sl と s2 か
 らの特異性が相殺し特異性 を示さないと結 論さ れだ が, 本論文の正確な計算によ ると相殺せ ずに互いに
 compens助e して一見 van Hove の特異性のカテゴリーに含まれないような特異性を示す。 これは S・




 明した。 更に第3近接相互作用のある S.C.L. ( S.T.L. ), 次最近接相互作用のあ る B.e.C.L.( B.G.T.
 L. )ま rこ 最近接相互作用のみ F.G.C.L.( F,G.T.L.) のLGF をK(k), E(IO( 第2種 の完全楕円積分)そ
 してH( α2, k)( 第3種の完全楕円積分)を含む定積分表示を得た。 即ちK(k), E(IO, n( α2, k)
 の複素母数kの函数と して の解 析性が解明され, それ を用いて2次元正方格子のL GF が表わされだ。
 3次元格子のLGF は2次元正方格子のLGFを含む定積分で表わされた。 尚EuX のような塩化ナト
 リウム構造をもつ ion 結晶の磁性をHeisenbe rg 模型で研究する時, 各Eu イオンは最近接Eu と強磁
 性的に, 次最近接 Eu と は反強磁性的に結合していると考え られ, 次最近接相 互作用の強さは最近接相
 互作用の強さの1割( 例えばEuO )以 上で次最近接相 互作用 は無視出来ない。 従って次最近接相互作用
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 のあ るF.G.G.L, のLGF が必要 になるが, 残念ながら本論文ではそ れを計算する定式化は出来なかった
 第5章 立方格子の格子Green函数の解析牲と特異性
 本章ではS.G.L、 の軸上でのLGFの特 異性, 並びに B.G.C、L. と F.C.G.L、の原点でのLGFの解 析性
 と特異性について議論した。 S.0.L. のLGFの0≦1 +m+n≦5 に対するグラフは第4章で与えら
 れだ。 それによ り, 3次元格子の原点でのLGFの虚部に対して van Hove によ り求められた non-
 degenerate c.p. によ る特異点での特異性と類似の特異性がLGF自身にあ ることが推測されだ。 その
 振舞をS.G.L の軸上でのLGFについて実際に具体的に求めブこ。 尚特異点を与える。.p.はP点, M点・
 X点, そして R点であ る。 B.C.G.L.と F.C.G.1」. につ いてはMaradud inと Iwata により band の外に於
 てのみ 1〈 (k)を含む定積分 を更に積分し て2つのK(k)の積で 表わされた表示があ る。 第3章 で解 明し ブニ K
 (k)の複素母数kに対する解 析性を用いて, それらを band の中に解析接続し, 複素母数kのsによ る変
 化を調べることによ り, B.C.O.L. とF.C.C.L. のLGFの解析性が解明きれた。 更に第3章でみだよう
 に B.G.O.L. のLGFは band の真中で発散したが, その発散項が次のように正確に求められだ。
 G暁 (3一言ε; ・,砿・) 一一募 1・g巻+・〔 32 1・9 3) +乞{募( 1・9意)2 藩+・( '( 1・9 3)2)},
     3～0 (2)
 尚F点とH点が band の top と bottom を与え, band の真中はP点とN点を結ぶ critica U ine に相
 当している。 F、0.O・L のLGFはband の top で発散していたが, その発散は
 G眈 (3一乞ε;鴫・) 一旗( 1㎎ 奢 )2 +甚+・(( ・+3) 〔1・9( 1+3)〕2)
          +乞1接1・9睾+・((1+3)〔1・9(・+3)〕2)} 13、
          一一轟(1・9嬰)2+・((・+3)〔1・9(1+3)〕2) ㈲
 と求められ丁こ。 尚 band の bottomはF点に相当し, band の中の特異点はL点に相当する。 band の top
 は degenerate c・p・ で実際 はX点とW点を結 ぶ crltica玉 line をつく る。
 第6章 格子Green函数の特異性(一般論)
 本章では任意の格子点でのLGFの non -degenera te c・p・ 鉦 そこよる特異点での特異性を一般的に
 導出する。 Morse の lemmaによりω鰻は 鉦 の近傍1ξ1} で次のように表わせ る。
 ω鰻一軌一α1ξ1一・県・一αλξ2λ+¢λ+1ξf+1+…+αdξ茗 (51
 ここで ω・ ニω( 鉦)であ り, α1 >0であ る。 λをω鉱の 鉦における。.p. の i認ex と言う。 原点での
 LGFの虚部の振舞は既に van Hove により求め られている。 本章では先に原点での 1、 GFの実部の振
 舞を求め, 次に任意の格子点のLGFの実綿と虚部を考察したp 原点のLGFについては van Hove の
 結果と本章の結 果を一緒にして表わ すと 次のようにな る。
 1次元格子について
          1_λπ」' 1
  G(tlO)～C十(i)一 (61
           v1A1 (t一αも )ン2
 2次元格子につ いて
             πJ
  G(t;0、0)～C一(i)2一λ 1・9(t一ωc) 17)
            v2A2
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 3次元格子につ いて
             2 π2 」'
  G(t;0,0,0)～Gヨ1)3畝 (t一ω。ソ皇 (8)
             v3A3
 となることがわかった。 但し 」' はJacobian で, Cは定数, そして
            d s一ωc s>ω。
  vd=(2π)d,Ad=j旦11ajlレ2, t『ωc=1(_s)e→π s“ (9)
 であ る。 実際には1つの特異点ω・ にいくつ かの c.p. 伽 が応用してい る。 そ の特異点の近傍での特異
 性はそれらのいくつかの c.p. によ る寄与の和であ る。 そのため, 異なつだ ind ex λによる寄与が互い
 に相補して一見別の特異性が現われだ り, まだいくつかの c.p. による特異性が相殺し rこ りす る。 一方
 任意 の格子点 に於けるLGFの特異性 は分子の値により別 の意味の相 殺が起 り得 る。 その場合は1次元
 と2次元では微分の発散する特異性が残り得るが, 3次元では最早, 特異性は現われないことが解明さ
 れだ。
 第7章 格子振動の局在mode
 本章ではLGFの band の外での振舞が直接物理に反映する例として格子振動の局在mode を考え る。
 不純物原子の質量 n]' は hOst の原子の質量mより軽く, 力の定数は変らない場合 を考える。 局在mode
 の spect川m を決める式は
    λω2 1 m-m'
1ニーΣ λ一 〔10)
    N元〆～ω2(の, m
 であ る。 最近接相 互作用をもつ三つの立方格 子について考えると,一 一S.G.L. と B.C.G.L. にお いて は不純
 物原子の質量が host の原子の質量よ りあ る程度軽くないと局在mode は現われない。 しかしF.G,G.L.
 にお いては事情は本質的に違い, ほんのわずかでも軽けれ ば局在m ode は現われ る。 これは F.G.C.L.
 のLGFの実部が band の top で発散していることに由来していることがわかっだ。
 第8章 Heisenberg 強磁性体中のnon 一 脚etic 不純物原子のま わりの磁化の分布
 本章で は, 本研究の直接の動機となった問題の定式化を行い, 任意 の格子点でのLGFの必要性を示
 した。 即ら non 『m agnetic なOne impurity 航omをもつHei senberg 模型を2時間温度依存 Green函
 数の Tj ablikov 近似で解 き, 不純物原子のまわりの磁化の分布 σk, 即ら
    1
  σk=一Σくsz>ei臆 ⑳
  一N左f
 を求める式をLGFを用いて表わした。 本研 究で明らかにされたLGFを用いて σk を求めることは今
 後の研究課題であ る。
 第9章論 議
 本章では前章まで の結果に対する統一的な見地 からの考察とLGFの研 究に対する今後の問題点を議
 論しだ。 即ら第5章で求めた S.0.L. の特異性は第6章の一般論により求めた式から出すことが出釆,
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 又 B.C.G.L. と F.G.G.L. のLGFの発散の違いは等エネルギー面の双曲面と放物面の違いによ る, …・・
 等々 のい くっ かの考 察がなさ れた。 またLGFの遠方での asympto tic expansion 等が今 後の重要な韓1
 題点の1つであるこ とが指摘された。
 第10童総 括
 本章で は本論文で研究き れだ事柄 についての総括 を述べた。 即ら
 (1) 原点でのLGFがいくつかの格子について第一種の完全楕円積分の定積分表示によ 1) 特に詳細に霞
 論された。 又状態密度が正確に求められた。
 (21 任意の格子点でのし GF を計算する手続が与え られだ。
 {31 S.C.L・ の軸上でのLGFの特異性が調べられた。
 (4) B.C. C.L. と F.C.G。L. について原点でのLGFの解 析的性質と特異性が議論されだ。 特に発散項が
 正確に求められ, critical line についての議論がなされた。
 (51 任意の格子点での 1・ GF の特異性が non-degenerate c.p. によ る特異点の近くで, 一般的に求め
 られ プこ。
 (6) 格子振動の局在mode がS.G、L, B.G.G.1」. そしてF.C.G.L. について調べられ, F.C.G.L. のしG
 Fの band の tOP での発散がこの問題に反映されていることが議論きれた。
 (7) Helsenberg 強磁性体中のnon -m agnetic 不純物原子のまわりの磁化の分布を求める式がLGFを
 用いて表わされた。
 等 のこと が本論文で研 究きれだ。
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 論文審査結果の要旨
 磁性体のHeisenberg 模型におけるスピン波の問題, その2時間Green 関数法による熱力学的諸量α
 計算, 磁性体における不純物原子のまわりの磁化の分布, 格子振動の振動数分布, 不純物のある場合α
 格子振動 の局在モー ド等の問題において格子Green関 数( LGF)が現われ る。 これはδ関数型ソーヌ
 があ るときのHelmho1 むz 波動方程式に対応する格 子空間の偏定差万程式の解で結晶系 に依存し, 工身
 ルギー及 び格 子点 をパラメ 一夕ーとする積分で現わされてい る。 各種結晶格子に対するこれらの積分¢
 計算法, 数表, 解折的性質に対する従来の研究は十分ではなかった。
 著者は先ず幾何学的な変数変換 によ り原点における単純立万格子のLGFをバン ドの中およ ぴ外に美
 し楕円積分の積分で現わした。 次いでKatsura - 1nawashiro がバンドの外の 1・ GFの表式を解析揚
 覚することによリバンドの中の表式を求めた手法を単純正方格子に応用し, 原点におけるバン ドの外¢
 表式からバンドの中のLGF を楕 円積分の積分で表わ しだ。 こ の方法 は原点およ び任意の格 子点におU
 る他 の結晶系 のLGFに応用されそ の値が求められだ。
 原点におけるLGFの虚数部の解折的性質についてはエネルギー面の critical point によ る特異値
 が van Hove により与えられていたが著者 は任意の格子点における 1、 GFの実数部, 虚数部およびそ¢
 微係数の特異性 を明に し, 特 に体 心立 方格子のバン ドの中央および面心立 方格 子のバン ドの上端 におし'
 ては critical Iine の存在の為にLGFが発散することを示しだ。 応用として不純物があるときの格子
 振動が調べ られだ。 局在モードは単純立方格子と体心立方格子においては不純物原子の質量がある程度
 軽く ないと 出来な いが面 心立方格子において は僅 か軽いだけで生じ得 ることが示されだ。 他 の応用とし
 て磁性体の不純物原子のまわりの磁化の分布 をTyablikov 近似で求め る定式化が行なわれ fこ。
 以上のよ うに本論文 は解 析接続の原理 を応用して種々 の結晶格子のバ ンドの外 部及 び内部に対す る格
 子Green 関数 の楕 円積分によ る表示 を得 ると共にエネル ギ一面の構造よ り原点およ び任意 の格 子点 にお
 ける格子Gr een 関数 の特異性を明かにし, 特に crltica U ine によ る発散 を究明したもので数理物理
 学, 物性物理学に寄与する所が大きい。 よって堀口剛提出の論文は理学博士の学位論文として合格と認
 め る。
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